De la holomorficidad, hiperfunciones y series.
Como el campo complejo auxilia a la realidad.
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Objetivo:

El objetivo del presente articulo es demostrar como puede aproximarse una funcion
totalmente discontinuas con la ayuda de funciones enormemente suaves y continuas
como lo son las funciones holomorfas.

Ademads, segiin se avance en la explicacion de las ideas generales, se recurrird al
desarrollo de funciones periddicas en una suma de funciones oscilatorias simples, es
decir senos y cosenos (a estas ondas basicas se las llama harmonicas en fisica)
introducidas por Joseph Fourier (1768-1830) entre 1804 y 1807 en estudios sobre
propagacion del calor. Esta serie es por supuesto también suave y continua.

Pero también es objetivo del presente, resaltar el valor del campo complejo como
herramienta para resolver problemas del campo real. Justamente, una de las mas
poderosas nociones que surgen de dicho campo, es el de hiperfunciones, las cuales
pueden formularse, como se mostrara aqui, en términos de funciones holomorfas.

Se ha incluido al final del articulo, un breve glosario con los conceptos mas usados
durante el presente articulo.

Introduccién:

El presente articulo surge como respuesta a una propuesta realizada por Roger
Penrose'® de resolver la aproximacion a la onda cuadrada como caso particular del
estudio de las descomposiciones de Fourier y las hiperfunciones (ver glosario).

Las funciones complejas-analiticas (holomorfas), ofrecen una incomparable suavidad
que hubiera deleitado al mismo Euler, considerando que para los tiempos de Euler, una
funcién deberia ser algo muy suave, que pudiera escribirse explicitamente o en forma de
series. En la actualidad en cambio, ha cobrado fuerza el término mapeo desde un
conjunto denominado dominio hacia otro denominado resultado.

Sin embargo, los problemas de ingenieria muchas veces encuentran limitaciones en este
tipo de fundones por la falta de flexibilidad producto de su unicidad en diferentes
regiones vecinas (en otras palabras, su derivabilidad).

Cuando se trata el problema de propagacion de ondas (muy comin en fisica o
ingenieria), éstas pueden, o deberian poder, cambiar en cualquier momento sino una
senial no podria ser enviada (la uniformidad no llevaria informacion, solo ruido).

Fourier se preocupd por la descomposicion de vibraciones peridodicas en sus
componentes o tonos puros (en fisica muchas veces se las denomina harmonicas).

Un ejemplo es:

f(x)=C+a,cos(wy)+bsen(wy)+...

Con  w= frecuencia = 2% y L = periodo
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Figura 1: Funcion periodica

Serie de Laurent para la onda cuadrada'”:

En los comienzos del siglo XIX, Fourier produjo un gran impacto cuando enuncié que
la siguiente sefal:
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Figura 2: Funcion periddica “onda cuadrada’.
podia ser aproximada por la siguiente serie:
. l . b 1 .

s(x)= sm(;()+§szn(3)()+gszn(51)+7szn(7;()+.... (1)

Para poder verificar la propuesta, se debe primeramente hallar la serie de Laurent para
esta serie de Fourier. La mencionada serie se obtiene de sustituir en la ecuacion (1), la
relacion de Euler-Cotes:

e =cos(Ay)+isen(Ay) (2)

Con e= N°Euler y A= constante



En la expresion resultante de este reemplazo, se deberd considerar un cambio en la

(Y24 (Y]

variable “y” por “z” segiin=>z = ¢"*. Luego de bastante algebra; se obtiene una serie
del tipo

2is(x)=8(z)=..——z —§Z3 -z +Z+%Z3 +§Z5 +.... 3)

Como se puede apreciar, es una serie de potencias con la adicion de términos negativos
y esto se conoce como serie de Laurent, aqui aplicada a la ecuacion (1). Aunque la
expresion de Laurent involucra complejos, no es mas que otra version de la ecuacion (1)
que es funcion de variable real ( y ). Esta aparicion subita de la variable compleja puede
interpretarse como si el eje real se hubiera “enrollado” sobre el circulo unitario en el

”n

plano complejo "z", haciendo coincidir por simplicidad, el periodo % con la

circunferencia del circulo unitario, segun se puede apreciar el figura 3:

circulo unitario

,(/

el plano z

Figura 3: El eje real “enrollado” sobre el circulo unitario en el plano complejo”.

Esta sustitucion no es trivial. Si S(z), ahora de variable compleja, es holomorfa, puede
hacerse continuacion analitica y extender una funcion, originalmente circunscripta al
circulo unitario, hacia su interior. Esta continuacion es una de las virtudes casi magicas
de este tipo de funciones pues permite analizar convergencias que se expondran en
breve.

Descomposicion de la serie de Laurent ®
Una funcién de variable compleja cualquiera F(z), semejante a la serie descripta en la

Eq. (3), puede dividirse en dos partes: una denominada de frecuencia negativa F~ (con

los exponentes positivos) y otra denominada de firecuencia positivaF* (con los
exponentes negativos):
En general, la expresion (3)

F =az' +a,z” +.. “Frecuencia negativa” (4)



F'=a,z"' +a,z” +....  “Frecuencia positiva” (5)
Con F(z)=F +a,+F" siendo a, = cte (6)

Esta division es muy usada en mecanica cuantica pues permite analizar lo que ocurre

“fuera” de circulo a partir del propio circulo. Como se dijo, sin entrar en detalle, las dos

partes F* y F~ convergen en le plano z segln la figura. Se asume que la serie de
frecuencia positiva converge

_ zona de convergencia de F(z) Paraun valor del radio dado, “A”

N para este ejemplo:

SN F~ converge para R<A

Como contrapartida y
considerando los exponentes de
cada parte (F" y F), la serie
de frecuencia positiva
convergera para un valor:

F" converge para R>B

Figura 3: Zona de convergencia en torno al
circulo unitario.

Ambos, “B”y “A”, estas relacionados segun se vera en el parrafo que sigue.
Simplemente y a modo de ampliar la cuestion, puede pensarse en la esfera de
Riemann® para comprender la cuestion de la convergencia. Realizando la proyeccion
del plano complejo sobre la esfera, se ha situado en la parte inferior el polo
correspondiente a la funcion “z”. Esto puede verse en la figura 4.

La  funcion F~ puede

P010 W_Z‘l 0 F+ . .
3
COHSlderarse I‘eglda pOI‘ otra

variable que llamamos w= % ,

pues lleva exponente negativo en
“z”, eso hace que el polo en la
> esfera de Riemann sea opuesto al
de “z”.
Si F~ converge en R< A, la
serie  F', tratandola igual,
Poloz, 0o F converge para un valor B~ (lo

Figura 4: Convergencia en la esfera de Riemann. ~ 1lamamos asi) por lo que valdra

convergencia

también R < B™".



(1))

Pero eso implica que, mirando desde “z”, como %=B , se puede decir que la
B

convergencia se da para R > B . Esto origina la “faja” (zona de convergencia) marcada

por "puntos” en la esfera y “rayas” en el grafico previo.

Sin embargo no profundizaremos mas en cuestiones de convergencia, pues solo es

introductorio al concepto que se usara aqui: cuando la funcién que se desea aproximar
troduct 1 t do la fu d ,

f(x),no es analitica, el anillo se “encoge” hasta el circulo unitario.

El caso que se desea tratar en este trabajo, la serie “onda cuadrada”, justamente cae
dentro de este grupo (no analitica). Es mads, esta onda, no solo no es analitica sino
ademds discontinua y no diferenciable. Por lo anterior, pareceria imposible su
aproximacion a través de funciones holomorfas. Pero justamente la magia de los
complejos, juntamente con la eficiencia de Fourier, haran posible lo dicho.

Retomando ahora la ecuacion (3), si se observa las Egs. (4) y (5), esta puede ser
separada, al igual que como se hizo con F(z), en la parte con frecuencia positiva y con

frecuencia negativa (atendiendo exclusivamente a los exponentes):

_ 1 ; 1 & 1 1+z

S =z+—z +—z"+....==lo 7
3 5 2 g(l—z) 9
1 1 1 1+z"

St=.. ——z7 =z —z'=—"]o 8
5573 2 g(l—z‘lj ®)

“

con S(z)=S8" +S8" (cte=0). Ambas convergencias '~ no se detallan aqui.

Amplitud de la sefial onda cuadrada usando la serie de Laurent

A continuacion se probara que las funciones S* y S~ difieren entre si por + Jjix.
Para esto, se realizara el siguiente cambio de variable (notar que es W mayuscula,

diferente de w = % , usado anteriormente)

(1+ZJZW o (1+2_11J:(Z+IJZ_W )
1-z 1-z z—1

S- :%logW y  S§t= —%log(—W) (10)

Asi

Recordando que el logaritmo es una funcién multivaluada si se lo toma en campo
complejo (que contiene al eje real), se puede escribir (“n” entero)

m=Ilog(W); m=Ilog(W)+2rxin con log(W)=Ilog(r)+i€ (11)
Esta tltima expresion, deviene de la formula (2) (Cotes-Euler).

Para visualizar el problema, analizaremos la naturaleza del logaritmo en el plano
complejo:



eje complejo

co 0 o eje real

Figura 5: El complejo “W” y su representacion polar y cartesiana.

En coordenadas cartesianas, los nimeros “W”y “-W” seran:
W=x+yi vy —W=—x+(-y)i
en coordenadas polares
W=[rd]; -W=[r0+nr]=> (12)

Considerando la ecuacion (10), la ultima de la. (11) y la (12)

log(W ) =log(r)+i0 2(S™+S87)=log(W )+ [—log(-W )] =—ix
= (13)

log(—W ) =log(r)+i0+ir 2(S™ =87 )=log(W)—[—log(-W )] = +in
S‘iS+=i}éwr (14)

Recordando la Ec. (3)
s(x)=%7%, (15)

Este valor calculado, verifica la amplitud de la onda expresada en la Fig. 2.

Campo de validezde S " v S~ . Transformacion de variable.

Recurramos ahora a otra transformacion de variables.

_(z=1)

iz+1

t

(16)

Esta sustitucion es conocida por ser un caso particular de uno mas general, llamado
transformacion bilineal de Mobius. Es muy usada en mecéanica cuantica porque
generalmente la variable "¢" es representativa del “tiempo” y mediante esta expresion
puede extenderse el concepto de tiempo mas alla de la experiencia real, pudiendo variar



éste de “+- w0” (infinito) quedando contenido en el plano complejo, tal como lo muestra
la fig. 6. La Ec. (16) es una transformacion conforme (lineal) y por ende holomorfa:

t=1 St

t 2 t

eje t o linea real

plano complejo z

Figura 6: Representacion del eje temporal usando el circulo unitario complejo.

=27V 6 t=tg(4x) con z=e* (17)
1Z+1

Se puede apreciar en la Fig. 6, que aparece concepto de # <0 en la semicircunferencia
inferior, conformando una vision imprescindible en mecanica relativista.

Pero para nuestro caso, podemos verlo como un cambio conveniente, que podria
generalizarse ain mas, considerando una extension holomorfa de "#" de modo de
transformar el eje real “#” en un plano complejo y considerar valores fuera del eje real
(implicitamente estamos aceptando la idea de un tiempo complejo, algo usado en teoria
sobre el origen del universo' ).

Para comprender mejor esta extension, es conveniente graficar una nube de puntos en el
“plano complejo £’ y su transformacion, segun Ec. (17), al “plano complejo z” segun se
aprecia en la Fig. 7. Para un conjunto de lineas paralelas a los ejes reales y complejos
del plano “#’, en el plano “z” obtendremos un conjunto de curvas como se muestran a
continuacion ©. El semiplano superior del plano complejo “/” queda enteramente
comprendido dentro del circulo unitario del plano complejo “z”:

N

M= L= |- Ejereal de “t”

==
o

N

plano complejo t plano complejo z

4
Figura 7: Transformacion bilineal conforme (holomorfa).



Sustituyendo la Ec. (17) para “z” en las Ecs. (7) y (8), resulta

NS —%log t+ % logi Vilido dentro del circulo en el plano z (18)

ST = %log t +%Zogi Viélido fuera del circulo en el plano z (19)

Para la adecuada interpretacion de este reemplazo, se realiza la siguiente reflexion: La
frecuencia positiva (S™) puede reescribirse:

ST =——log =—log—— (20)
z

Recordando Ec. (7) y juntandola con la Ec. (20), puede verse que S  se expresa
directamente en funcion de “z” y sus potencias, y S* queda en funcién de potencias
positivas pero de “w” (por ser potencias negativas o sea w=z ). Podriamos suponer
que tenemos dos series semejantes, una en funcion de “z” y la otra en funcion de “w”
Este es el concepto que se presento en la fig. 4, cuando se analiz6 la esfera de Riemann.
Alli se dijo que, si se mira exclusivamente desde el polo inferior, la serie de frecuencia
positiva converge para R>B. Asumamos que B=1, todos los puntos de la serie caen
fuera del circulo unitario del “plano complejo z”. Por el contrario y siempre para B=1,
la serie de frecuencia negativa, quedara siempre dentro del circulo unitario del
mencionado plano.

Cruzando este razonamiento con la informaciéon de Fig. 7, esto implica que S~ se

relaciona con el semiplano superior del plano complejo "' y S* con el inferior.

S~ Valido dentro del circulo unitario en el plano complejo z.
S*  Valido fuera del circulo unitario en el plano complejo z.

De todos modos, ac4, la sefial a aproximar (la onda cuadrada) con series no es analitica
por lo cual, el anillo de convergencia se reduce a la circunferencia del circulo unitario
por lo que la extension holomorfa de "' también se reduce al circulo (su
circunferencia).

Las oscilaciones de s(y). Hiperfuncion. .
Analizando la variacion de Ecs. (18) y (19) en funcién de "¢", se tendrd que: S~ =0

(1=0)
y S"=0,,. Moviéndose sobre el eje (real) de "¢" positivo se tiene que
S™+S8" = )4mi;yhaciéndolo el eje "" negativo, vale S™+ ST =- 7.

Para demostrar esto, se debe volver a las propiedades del logaritmo usadas en la Ec.
(13):

Si log(W ) =q, entonces log(—W )=q+ i (21)



Pero la condicion especial que presenta el logaritmo de nimeros complejos, permite
encontrar mas de una respuesta para la misma pregunta: Consideremos, en primer lugar,

i

la expresion e"'.

Esta potencia equivale a Que numero complejo es

2z *
e 1

representado por e*”’ 2. Recurriendo a la representacion polar de complejos usadas en la
Ec.(12), el nimero es e””' = [r=1,0=27] =1, que obligaa e>*' =1, también.
Por lo tanto es licito escribir que

log(-W)=q+mi=e* ™ =ele" =ele™ e =ele™ =q-rmi(22)

Como puede notarse, nuevamente es confirmada la ambigiiedad del logaritmo de
numeros complejos (funcion multivaluada).

Como buscamos S(z), recurrimos a Ec. (3) y se tiene que:

2is(y)=8(z)=8"+S" (23)
A partir de Ecs. (18) y (19

S‘+S+:%[—logt+logt]+logi (24)

Sobre el eje negativo de “¢”, modificamos la expresion (24) asi:
1
8™+ S e <0 = 5[— log(~t)+log(~1t)]+ log (25)

para evitar la solucion trivial, nos valemos de la ambigiiedad logaritmica, reflejada en
Ecs. (21) y (22):

S™+ 8 ger<o :%[—(logt+7ri)+(logt—7ri)]+logi :%[—2ﬂi]+logi

S+ S8 gerco = —mi+Li=—" (26)
2 2

13

Para la anterior, se ha tomado al numero “i”, en su representacion polar

e? =[r=1,9=%]=i.
Sobre el eje “t” positivo, la solucion de Ec. (24) es trivial:

S™+8" e 1m0 = logi = %i 27)
Ahora, calculando S( y ) a partir de Ecs. (23), (26) y (27):

Eje t>0=> s(;()z% (28)
Eje t <0=> s(;():—% (29)

Pero el eje positivo de “¢” es la porcion superior de la circunferencia en plano complejo
“z”y el negativo, la semicircunferencia inferior, tal como se muestra en fig. 8:
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Figura 8: Generacion de la onda cuadrada a partirde S* y S~ sobre el circulo
unitario.

6

Aunque los valores de S”+S estén en funcion “¢” segin Ecs. (18) y (19); se puede
seguir la evolucidn de s(y) en funcion de la variable “y” teniendo en cuenta la Ec. (17) o
simplemente siguiendo la relacion “z-y” indicada en la Fig. 6. Concretamente, cuando
0< y <& corresponde a >0, y cuando 7 < y <2z corresponde a ¢<(. Asi, teniendo en
cuenta las Ecs. (28) y (29), se ird describiendo la onda cuadrada tal como muestra la
Fig.8.

Ademas, algo muy importante: S o S~ son funciones holomorfas no definidas en

z = £1 segun se muestra en las Ecs. (7) y (8); pero la operaciéon S~ + S permite saltar
la indeterminacion y generar la onda cuadrada.

Justamente, esos puntos de indeterminacion, son los que provocan la contraccion del
area de convergencia al circulo (circunferencia) unitario, algo que ya habiamos
anunciado.

Este tipo de saltos es lo que origina la idea de hiperfuncién sobre el circulo unitario.
Las hiperfunciones son el tipo mas general de funciones e incluyen a las conocidas

como distribuciones (C™).

Ellas no son funciones en el sentido de A
“mapear” un dominio “A” sobre otro Y
conjunto “B” llamado imagen, basta 1

pensar que la derivada de la funcion y=0(x)

“Heaviside” (Fig. 9 arriba)

) _|x|+x
(x)——zx

Es el delta de Dirac 6(x) (Fig. 9 abajo),
No hay “mapeo” posible

v



Figura 9: Hiperfunciones.

Pero ambas funciones son en realidad hiperfunciones, que pueden expresarse
nuevamente en el plano complejo como un par (pensar en que las hiperfunciones son un
par de funciones holomorfas).

H(x): (Llog z;ilogz—lD (30)
27 27
1 1
olx)= ; 31
( ) ( 2miz 2mz j 1)
La representacion en el plano complejo se ve en la fig. 10:
(L_logzj - (L.logz - lj
M complejo Mox) 2m 27
=> rotando =>
Llogz -1
7 2

eje real eje real

\ L.logz

27

v
plano vertical
sobre eje real

Figural0: Hiperfunciones en el plano complejo.

Aqui, las funciones dan el “salto” sobre el eje real en lugar de hacerlo sobre el circulo
unitario como en nuestro ejemplo de onda cuadrada.

Como podra suponerse, el impacto producido por Fourier en el siglo XIX fue muy
importante: la onda cuadrada podia ser representada en el campo real por su serie y en el
complejo (en el circulo unitario) por la de Laurent con la divisionen S* y S~ .

Es muy impactante también, el hecho de que una hiperfuncion, paradigma de la
flexibilidad, se defina en términos de funciones holomorfas (analiticas) que
originalmente constituian un problema por su rigidez....maravillas del campo complejo
que Euler hubiera apreciado mucho...



Glosario:

e Funciones analiticas ™ Son funciones derivables C* y ademas se las pueden
expresar como serie de potencias.

e Funciones holomorfas ”: Son funciones de variable compleja de extrema
suavidad y analiticas. La holomorficidad se prueba a través de las ecuaciones de
Cauchy Riemann pero ademas se las identifica por ser una transformacion
conforme (de rotacion o traslacion, sin reflexion). Implica la existencia de una
serie de potencia en torno a un punto del dominio lo que permite realizar la
continuacion analitica que no es otra cosa que una extension del dominio de
validez de la funciéon. Como aspecto negativo, la continuacién analitica le
imprime rigidez a la funcion. Muchos consideran que son el eje central sobre el
que gira el estudio del campo complejo.

e [Esfera de Riemann: Superficie compacta que permite la representacion del plano
complejo con inclusion de puntos ubicados al “c0”. Una transformacion
holomorfa puede verse plasmada sobre el plano complejo o sobre la proyeccion
conforme sobre la esfera ®. Especial interés presenta el caso particular de la
transformacion de Mdobius materializado en la funcion inversa. En la esfera
puede verse como una rotacion de 180° sobre el eje real.

e (Convergencia de series en campo complejo @. Cuando una serie de potencias se
expresa sobre variable compleja, puede presentar una zona de convergencia en el
plano complejo representado por un circulo que serd de radio cero cuando la
serie diverge y de radio infinito cuando converge para todo el dominio. Muchas
de estas series de potencia, expresadas ahora sobre el campo real, presentan una
dificultad sensiblemente mayor a la hora de definir su convergencia.

e Funciones multivaluadas : En un lenguaje muy sencillo, una funcién
multivaluada es aquella a la que cada insumo estad asociado a mas de un
resultado. Quizés uno de los ejemplos mas sencillos sea el de b” (b#0) al que le
corresponden dos valores iguales y de diferente signo. En particular, la funcién z
= log (w) (con “z” , “w” complejos y “log” logaritmo natural) presenta una
ambigiiedad que se basa en la identidad de Euler''” para demostrar que z = log
(w) = log (w) +12[] n (“n” entero).

e Hiperfunciones '”: Las hiperfunciones son funciones generalizadas que se
caracterizan por un salto o diferencia (mas que una suma) de dos funciones
holomortfas sobre un conjunto abierto a ambos lados del dominio generando esa
idea de salto entre funciones. Por ejemplo, una hiperfuncion sobre la linea real
serd la diferencia entre una funcion holomorfa en el semiplano superior (del
plano complejo) y otra definida en el semiplano inferior. La hiperfuncion se
especifica como el par (S, S) donde S’ es holomorfa sobre al semiplano
superior y S” sobre el semiplano inferior. La hiperfuncion “S™- S™ quedaria
definida sobre la linea real.
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